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In this study, an embedded fiber is considered in matrix under pull-out force. Then, two intensities of singular stress 
fields (ISSF) are discussed appearing at the fiber end A and the intersection point E of the fiber and the surface. The 
analysis method focuses on the FEM stress at points A and E by applying the same FEM mesh pattern to the unknown 
and reference 2D models. To analyze the ISSF at A, the body force method solution is used as the reference model. To 
analyze the ISSF at E, the reciprocal work contour integral method (RWCIM) solution is used as the reference model. 
Then, the two ISSFs are compared by varying the fiber bonded length 𝑙𝑖𝑛. When 𝑙𝑖𝑛 is shorter, the singular stress at A 
is larger than the singular stress at E. When 𝑙𝑖𝑛 is longer, the singular stress at E is larger than the singular stress at A. 
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equation, Intensity of singular stress field  
 
1 緒     言 
繊維強化複合材料は今日，建設，海洋産業，航空宇宙技
術，輸送分野，産業機器などにおいて一般的に広く用いら
れている．繊維強化複合材料は金属と比べて比重に対す
る強度（比強度）がより高く，コストも低いため，一般に
強化繊維として，近年カーボン，ガラスおよびアラミドの
ような非金属強化材料がよく用いられている．中でも，ガ
ラス繊維ポリマー複合材料（GFRP）は，優れた剛性と比
強度をもつため，コスト等を総合して，より性能が優れた
CFRP よりも広く使用されている複合材料であり，重要な
工業材料として位置づけられている． 
繊維強化複合材料中で，繊維は主に母材中の応力およ
びひずみを減少させることで破断強度を高めるのに用い
られている．ここで強化繊維が用いられる場合，繊維の接
着強度を知ることが重要であり，標準的な試験方法とし
てFig.1に示すような繊維の引抜き試験が用いられている． 
繊維の引抜きの実験については多くの研究が行われて
おり，例えば，Zhandarov らは，繊維の引抜き力を調べて
いる 1)．また，Scheer らは，エネルギー解放率に注目して，
強化繊維の界面はく離について実験的に調べている 2)．さ
らに，Tsai らは，引張力と繊維の引抜きの過程をはく離と
摩擦すべりに注目して調べている 3)．これらの繊維の引抜
き実験において，強化繊維と母材間の界面強度を議論す
る際，その界面の応力分布にはあまり注意が払われてい
ないようである．しかし，引抜きの場では Fig.1 に示すよ
うに，繊維端縁界面（点 A）と繊維の母材表面交差部（点
E）とに特異応力場が生じ，初期破壊の起点になると想定
される．よって繊維強化複合材料の機械的強度を評価す
るためには，これらの特異応力場の強さ ISSF（Intensity of 
Singular Stress Fields）を知る必要がある．しかし，点 A と
点 E に生じる 2 つの特異応力場の強さを求め比較した研
究は見当たらない．そこで，本研究ではまず 2 次元モデル
を用いて点 A，点 E に生じる特異応力場の強さ ISSF を求
め議論する．なお，接着層のせん断応力分布を議論するの
にシアラグ理論 4)~6)が広く用いられているが，シアラグ理
論は接着層がせん断応力のみを伝達するという単純化し
た 1 次元モデルによる仮定に基づくものであるため弾性
力学の特異応力場を取り扱うことはできない． 
先の研究で著者らは接着層の幾何学的形状を変化させ
て ISSF(記号𝐾𝜎で表す)に与える影響を考察し，種々の接
着継手のはく離強度が ISSF 𝐾𝜎𝑐＝一定で表現すること
ができることを示している 7)~12)． 
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Fig. 1  Two-dimensional pull-out model for partially embedded fiber. 
  
Table 1  Mechanical properties. 
 
Matrix 
Epon 828 
Fiber 
E-Glass 
Young’s Modulus  𝐸𝑀=3.3 GPa 𝐸𝐼=75 GPa 
Poisson’s Ratio 𝜈𝑀=0.35 𝜈𝐼=0.17 
Dundurs parameter 𝛼 −0.9071 
Dundurs parameter β −0.2016 
 
 
 
 
 
 
 
(a)   𝜎𝑦
A∗(𝑟1) in Fig.2(a)18), 19) ∝ 𝜎𝑦A(𝑟1) in Fig.1. 
Fig. 2  Similar singular stress fields used as reference solutions. 
 
2 繊維端縁界面における特異応力場について  
本研究では，有限要素法（Finite Element Method, 
FEM）を用いるが，FEM 応力値は通常メッシュサイズ
に影響するため，特異応力場の強さ ISSF を正確に求める
工夫を行っている．すなわち，著者らは先の研究で13)~16)，
未知問題と基準問題を界面端部周辺でのメッシュパター
ンを揃えて FEM 解析し，未知問題と基準問題の FEM 応
力の比に注目すれば，それが ISSF の比に一致することを
明らかにした．ここで FEM 応力の比の値に注目するの
は，解析上の誤差が打ち消され FEM 応力の比の値がメ
ッシュの大小に依らず値が一致する 13), 14)ためである（後
述の Table 2 参照）．未知問題の ISSF は，FEM 応力の
比と厳密解のある基準問題の ISSF を掛け合わせること
で求められる．FEM 応力の比については界面端部（第ゼ
ロ節点）17)~19)でなくともよい（後述の Table 2 参照）こ
とから，本研究で用いる解析法は第ゼロ節点法 17)を包含
する比例法 18), 19)と呼ぶことができる． 
Fig.1 に本論文で考察する繊維の引抜きの 2 次元モデ
ルを示す．強化繊維の表現としてここではまず 2 次元長
方形モデル 20)~25)を用いて点 A と点 E の特異応力場を議
論する．実際の強化繊維に近いモデルとして円柱状モデ
ル 24)~27)も有用であるが，その解析には，周方向ひずみ
が有限となることに起因する非特異項の除去に解析上
の工夫が必要となる 11), 12), 20)~27)．ここでは，母材は
Epon828，繊維はガラス繊維とし 2)，繊維の全長𝑙，繊維
埋込部長さを 𝑙𝑖𝑛，繊維幅 𝐷 = 21 μm，母材は半無限体と
する．ここで，母材の Epon828 はビスフェノール A 型
液状エポキシ樹脂を，ｍ-フェニレンジアミンで硬化させ
たものである．用いた母材と強化繊維の機械的性質を
Table 1 に示す．本研究では，Fig.1 の問題において，繊
維埋込部長さ𝑙𝑖𝑛を変化させ，点 A，点 E における ISSF
を議論する． 
本研究では Fig.1 に示すような xy 座標系を用いる．y
方向は繊維の軸方向に相当し，x 方向は繊維の横方向に
相当する．𝑟1は点 A からの x 方向距離，𝑟2は点 A からの
y 方向距離，𝑟3は点 E からの y 方向距離である． 
ここで，Fig.1 の点 A の特異応力場は，Fig.2(a)に示す
母材中にある強化繊維の角部A*の特異応力場と同じであ
る．ここではFig.2(a)の問題の特異応力場の強さ ISSFは，
体積力法で計算して基準問題の解として用いる 20)． 
点 A における特異性指数𝜆1
A，𝜆2
Aは以下の特性方程式を
解くことで得られる 21), 28)．ここでは，𝛾 = 𝜋 2⁄ である． 
 
 
 
ここで，α，β は Dundurs の複合材料パラメータであ
りポアソン比𝜈と横弾性係数 G により決定され式（3）に
より与えられる．添え字の M，I は母材と強化繊維を意
味する．本研究では平面ひずみモデルを用いて解析を行
った．Table 1 における材料組合せ ( 𝛼 =− 0.9071, 
𝛽=−0.2016)では，𝜆1
𝐴=0.7632, 𝜆2
𝐴=0.6218 となる． 
 
 
Fig.2(a)における点 A*の特異応力場の強さは，文献 20), 
21)によって議論されている．点 A 近傍の接合界面の応力
分布は以下の式で表現される．式（4）で示されるように，
2 つの特異応力場が存在し，多くの材料の組み合わせで
特異性指数𝜆は 2 実根となる(𝑟1, 𝑟2は Fig.1 参照)． 
 
   (𝛼 − 𝛽)2(𝜆1
𝐴)2[1 − 𝑐𝑜𝑠(2𝛾)] 
     +2𝜆1
𝐴(𝛼 − 𝛽)𝑠𝑖𝑛(𝛾){𝑠𝑖𝑛(𝜆1
𝐴𝛾) + 𝑠𝑖𝑛[𝜆1
𝐴(2𝜋 − 𝛾)]} 
     +2𝜆1
𝐴(𝛼 − 𝛽)𝛽 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝛾){𝑠𝑖𝑛[𝜆1
𝐴(2𝜋 − 𝛾)] − 𝑠𝑖𝑛(𝜆1
𝐴𝛾)} 
     +(1 − 𝛼2) − (1 − 𝛽2)𝑐𝑜𝑠(2𝜆1
𝐴𝜋) 
     +(𝛼2 − 𝛽2) 𝑐𝑜𝑠[2𝜆1
𝐴(𝛾 − 𝜋)] = 0 
(1) 
   (𝛼 − 𝛽)2(𝜆2
𝐴)2[1 − 𝑐𝑜𝑠(2𝛾)] 
    −2𝜆2
𝐴(𝛼 − 𝛽)𝑠𝑖𝑛(𝛾){𝑠𝑖𝑛(𝜆2
𝐴𝛾) + 𝑠𝑖𝑛[𝜆2
𝐴(2𝜋 − 𝛾)]} 
     +2𝜆2
𝐴(𝛼 − 𝛽)𝛽 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝛾){𝑠𝑖𝑛[𝜆2
𝐴(2𝜋 − 𝛾)] − 𝑠𝑖𝑛(𝜆2
𝐴𝛾)} 
     +(1 − 𝛼2) − (1 − 𝛽2)𝑐𝑜𝑠(2𝜆2
𝐴𝜋) 
     +(𝛼2 − 𝛽2) 𝑐𝑜𝑠[2𝜆2
𝐴(𝛾 − 𝜋)] = 0 
(2) 
 𝛼 =
𝐺𝑀(𝜅𝐼 + 1) − 𝐺𝐼(𝜅𝑀 + 1)
𝐺𝑀(𝜅𝐼 + 1) + 𝐺𝐼(𝜅𝑀 + 1)
 ， 
 
 𝛽 =
𝐺𝑀(𝜅𝐼 − 1) − 𝐺𝐼(𝜅𝑀 − 1)
𝐺𝑀(𝜅𝐼 + 1) + 𝐺𝐼(𝜅𝑀 + 1)
， 
 
     𝜅𝑖 = {
3 − 𝜈𝑖
1 + 𝜈𝑖
 (plane stress) (𝑖 = 𝑀, 𝐼)
3 − 4𝜈𝑖 (plane strain)
 
(3) 
𝜎𝑦
A∗(𝑟1) =
𝐾
𝜎,𝜆1
A
A
𝑟11−𝜆1
A +
𝐾
𝜎,𝜆2
A
A
𝑟11−𝜆2
A 
𝜎𝑥
A∗(𝑟2) =
𝐾
𝜎,𝜆1
A
A
𝑟21−𝜆1
A −
𝐾
𝜎,𝜆2
A
A
𝑟21−𝜆2
A 
𝜎𝑥
E∗(𝑟3) =
𝐾
𝜎,𝜆1
E
E
𝑟31−𝜆1
E +
𝐾
𝜎,𝜆2
E
E
𝑟31−𝜆2
E  
(b)  𝜎𝑥
E∗(𝑟3) in Fig.2(b)
 30), 33) ∝ 𝜎𝑥
E(𝑟1) in Fig.1 
E* 
𝐸𝐼 , 𝜈𝐼 
𝐸𝑀 , 𝜈𝑀 
𝐸𝐼 , 𝜈𝐼 
𝑟3 
E* 
𝑟3 
90° 180° 
𝐸𝑀 , 𝜈𝑀 𝐸𝐼 , 𝜈𝐼 
A* 𝑟1 
𝑟2 
A* 𝑟1 
𝑟2 
270° 
90° 
2𝑙2 
𝜎∞ 
  
{
 
 
 
 𝜎𝑦
A(𝑟1) =
𝐾𝜎,𝜆1A
A
𝑟11−𝜆1
A    +   
𝐾𝜎,𝜆2A
A
𝑟11−𝜆2
A
𝜏𝑥𝑦
A (𝑟1) =
𝐾
𝜏, 𝜆1
A
A
𝑟11−𝜆1
A    +    
𝐾
𝜏, 𝜆2
A
A
𝑟11−𝜆2
A
 
{
 
 
 
 𝜎𝑥
A(𝑟2) =
𝐾𝜎,𝜆1A
A
𝑟21−𝜆1
A    −   
𝐾𝜎,𝜆2A
A
𝑟21−𝜆2
A
𝜏𝑥𝑦
A (𝑟2) =
𝐾
𝜏, 𝜆1
A
A
𝑟21−𝜆1
A    −    
𝐾
𝜏, 𝜆2
A
A
𝑟21−𝜆2
A
 
(4) 
 
点 A の特異応力場について，異なる材料の境界角部で
は，モードⅠとモードⅡの変形による応力特異場の指数
は異なる．したがって，このような特異応力場の強さを
求めるためには，指数が異なる二つの特異応力を同時に
考慮する必要がある．なお，強化繊維界面に生じるせん
断応力分布をシアラグ理論 4)~6)を用いて広く議論されて
いるが，これは単純な 1 次元モデルに基づいているため
弾性論で取り扱うべき特異応力場を考察できない．これ
は，後述する点 E においても同様である． 
点 A の頂角近傍では，モードⅠの変形に対して
1 𝑟1−𝜆1
𝐴
⁄ ，モードⅡの変形に対して1 𝑟1−𝜆2
𝐴
⁄ の特異性を持
つ 2 つの特異応力場が同時に混在しており(Fig.1 参照)，
それぞれの強さ ISSF はパラメータ𝐾
Ⅰ,𝜆1
𝐴
𝐴 と𝐾
Ⅱ,𝜆2
𝐴
𝐴 として
一義的に定義できる．𝐾
Ⅰ,𝜆1
𝐴
𝐴 と𝐾
Ⅱ,𝜆2
𝐴
𝐴 は以下の式で表現さ
れる．式（5）では，𝑟 = 𝑟1 = 𝑟2としている． 
 
 𝐾
Ⅰ,𝜆1
𝐴
𝐴 = 𝑙𝑖𝑚
𝑟→0
[𝜎
Ⅰ
𝐴 (𝑟) ∙ 𝑟1−𝜆1
𝐴
]， 
𝐾
Ⅱ,𝜆2
𝐴
𝐴 = 𝑙𝑖𝑚
𝑟→0
[𝜎
Ⅱ
𝐴 (𝑟) ∙ 𝑟1−𝜆2
𝐴
] 
(5) 
 
 ここで，𝜎
Ⅰ
𝐴(𝑟)は点AにおけるモードⅠの応力分布，
𝜎𝐼𝐼
𝐴(𝑟)はモードⅡの応力分布である．𝜎
Ⅰ
A(𝑟)， 𝜎
Ⅱ
A (𝑟)は，𝑟 =
𝑟1 = 𝑟2の場合，式（6）のように，点 A 近傍における𝑟1方
向の応力分布𝜎𝑦
A(𝑟1)と，𝑟2方向の応力分布𝜎𝑥
A(𝑟2)を用い
て，その対称成分と逆対称成分として表現される．𝜎𝑦
A(𝑟1)
と𝜎𝑥
A(𝑟2)は FEM 解析で求めることができる． 
 
 2𝜎
Ⅰ,𝐹𝐸𝑀
A (𝑟) = 𝜎𝑦,𝐹𝐸𝑀
A (𝑟1) + 𝜎𝑥,𝐹𝐸𝑀
A (𝑟2)， 
2𝜎
Ⅱ,𝐹𝐸𝑀
A (𝑟) = 𝜎𝑦,𝐹𝐸𝑀
A (𝑟1) − 𝜎𝑥,𝐹𝐸𝑀
A (𝑟2) 
(6) 
 
また，無次元化された応力拡大係数は体積力法によっ
て得られる 20)．Fig.2(a)に示すような基準問題における
点 A*の応力拡大係数𝐹
Ⅰ
∗，𝐹
Ⅱ
∗ は以下の式で表現される．
ここで，𝐾
Ⅰ,𝜆1
A
A∗ ，𝐾
Ⅱ,𝜆2
A
A∗ はそれぞれ点 A*におけるモードⅠ，
モードⅡの ISSF である．式(7)で 𝑙2は Fig.2(a)の繊維の
横幅で，ここでは 𝑙2 = 𝐷 2⁄ とする．また，𝜎
∞は Fig.2 の
無限板の引張応力で𝜎∞ = 1である． 
 
𝐹
Ⅰ
∗ = 𝐾
Ⅰ,𝜆1
A
A∗ (𝜎∞√𝜋𝑙2
1−𝜆1
A
)⁄ ， 
𝐹
Ⅱ
∗ = 𝐾
Ⅱ,𝜆2
A
A∗ (𝜎∞√𝜋𝑙2
1−𝜆2
A
)⁄  
(7) 
 
さらに，Fig.1 に示すような繊維引抜きの問題におけ
る点 A の無次元化された応力拡大係数𝐹Ⅰ，𝐹Ⅱは以下の
式で表現される． 
 
 𝐹Ⅰ = 𝐾Ⅰ,𝜆1A
A [(𝑃 2𝑙2⁄ )√𝜋𝑙2
1−𝜆1
A
]⁄ ， (8) 
𝐹Ⅱ = 𝐾Ⅱ,𝜆2A
A [(𝑃 2𝑙2⁄ )√𝜋𝑙2
1−𝜆2
A
]⁄  
 
式（9）に示すように，FEM 解析によって求められる
応力分布の比は，体積力法によって求められる基準問題
における点 A*の無次元化された応力拡大係数と，未知
問題における点 A の無次元化された応力拡大係数の比
で求めることができる．ここで，𝜎
Ⅰ,𝐹𝐸𝑀
A∗ (𝑟)と𝜎
Ⅱ,𝐹𝐸𝑀
A∗ (𝑟)は
それぞれ FEM 解析で求めた基準問題における点 A*の
モードⅠ，モードⅡの応力分布である．また，𝜎
Ⅰ,𝐹𝐸𝑀
A (𝑟)
と𝜎
Ⅱ,𝐹𝐸𝑀
A (𝑟)はそれぞれ FEM 解析で求めた未知問題に
おける点 A のモードⅠ，モードⅡの応力分布である． 
 
     
𝐹Ⅰ
𝐹
Ⅰ
∗ =
𝜎
Ⅰ,𝐹𝐸𝑀
A (𝑟)
𝜎
Ⅰ,𝐹𝐸𝑀
A∗ (𝑟)
，
𝐹Ⅱ
𝐹
Ⅱ
∗ =
𝜎
Ⅱ,𝐹𝐸𝑀
A (𝑟)
𝜎
Ⅱ,𝐹𝐸𝑀
A∗ (𝑟)
 (9) 
 
よって， 式（7）～（9）より，FEM 解析によって求
められる応力分布の比は，式（10）のように，点 A*と点
A の ISSF の比で表現される． 
 
 
𝐾
Ⅰ,𝜆1
A
A
𝐾
Ⅰ,𝜆1
A
A∗ =
𝐹Ⅰ
𝐹
Ⅰ
∗ =
𝜎
Ⅰ,𝐹𝐸𝑀
A (𝑟)
𝜎
Ⅰ,𝐹𝐸𝑀
A∗ (𝑟)
， 
𝐾
Ⅱ,𝜆2
A
A
𝐾
Ⅱ,𝜆2
A
A∗ =
𝐹Ⅱ
𝐹
Ⅱ
∗ =
𝜎
Ⅱ,𝐹𝐸𝑀
A (𝑟)
𝜎
Ⅱ,𝐹𝐸𝑀
A∗ (𝑟)
 
(10) 
 
Table 2 に，大小 2 種類の FEM メッシュを用いて求め
た未知問題における点 A の応力分布を示す．(a)はモード
Ⅰの FEM 応力分布𝜎
Ⅰ,𝐹𝐸𝑀
A (𝑟)，(b)はモードⅡの FEM 応
力分布𝜎
Ⅱ,𝐹𝐸𝑀
A (𝑟)を示している．また，Fig.2(a)に示す母材
中の強化繊維を基準問題として解析して両者の繊維端
角部にはたらく FEM 応力比𝜎
Ⅰ,𝐹𝐸𝑀
A (𝑟) 𝜎
Ⅰ,𝐹𝐸𝑀
A∗ (𝑟)⁄ ，
𝜎
Ⅱ,𝐹𝐸𝑀
A (𝑟) 𝜎
Ⅱ,𝐹𝐸𝑀
A∗ (𝑟)⁄ を求めたものを示す． 
Table 2  Mesh independency of the present analysis method. 
(a) Symmetrical type. 
Smallest mesh size  
 𝑒𝑚𝑖𝑛 = 3.8 × 10
−8 
Smallest mesh size 
 𝑒𝑚𝑖𝑛 = 1.27 × 10
−8 
𝑟 𝑒𝑚𝑖𝑛⁄   
𝜎Ⅰ,𝐹𝐸𝑀
A (𝑟)
[MPa] 
𝜎Ⅰ,𝐹𝐸𝑀
A (𝑟)
𝜎
Ⅰ,𝐹𝐸𝑀
A∗ (𝑟)
 𝑟 𝑒𝑚𝑖𝑛⁄  
𝜎Ⅰ,𝐹𝐸𝑀
A (𝑟)
[MPa] 
𝜎Ⅰ,𝐹𝐸𝑀
A (𝑟)
𝜎
Ⅰ,𝐹𝐸𝑀
A∗ (𝑟)
 
0.0 13.20 1.136 0.0 16.53 1.136 
0.5 10.88 1.135 0.5 13.62 1.136 
1.0 8.383 1.135 1.0 10.49 1.135 
1.5 7.741 1.134 1.5 9.681 1.135 
2.0 7.603 1.134 2.0 9.507 1.135 
(b)  Skew-Symmetrical type. 
Smallest mesh size  
 𝑒𝑚𝑖𝑛 = 3.8 × 10
−8 
Smallest mesh size 
 𝑒𝑚𝑖𝑛 = 1.27 × 10
−8 
𝑟 𝑒𝑚𝑖𝑛⁄  
𝜎Ⅱ,𝐹𝐸𝑀
A (𝑟)
[MPa] 
𝜎Ⅱ,𝐹𝐸𝑀
A (𝑟)
𝜎
Ⅱ,𝐹𝐸𝑀
A∗ (𝑟)
 𝑟 𝑒𝑚𝑖𝑛⁄  
𝜎Ⅱ,𝐹𝐸𝑀
A (𝑟)
[MPa] 
𝜎Ⅱ,𝐹𝐸𝑀
A (𝑟)
𝜎
Ⅱ,𝐹𝐸𝑀
A∗ (𝑟)
 
0.0 57.1 1.093 0.0 80.01 1.093 
0.5 37.9 1.093 0.5 53.09 1.093 
1.0 20.4 1.093 1.0 28.55 1.093 
1.5 23.9 1.093 1.5 33.43 1.093 
2.0 24.2 1.093 2.0 33.89 1.093 
  
 
Table 2 より，未知問題における応力分布の比 
𝜎
Ⅰ,𝐹𝐸𝑀
A (𝑟)，𝜎
Ⅱ,𝐹𝐸𝑀
A (𝑟)の値は，メッシュサイズによって値
が大きく違うことがわかる．一方，未知問題の FEM 応
力比𝜎
Ⅰ,𝐹𝐸𝑀
A (𝑟) 𝜎
Ⅰ,𝐹𝐸𝑀
A∗ (𝑟)⁄ ，𝜎
Ⅱ,𝐹𝐸𝑀
A (𝑟) 𝜎
Ⅱ,𝐹𝐸𝑀
A∗ (𝑟)⁄ はメッシ
ュサイズに依存せず 4 けた一致することが確認できる．
すなわち，応力の値は界面端部で実際の応力は無限大と
なるため，メッシュサイズに大きく依存する．しかし，
Table 2 より基準問題との応力の比は正確に求めること
ができ，メッシュサイズに依存しないことがわかった．
よって，未知問題と基準問題における応力分布の比を取
ることで，未知問題の ISSF を求めることができた． 
 
3 繊維の母材表面交差部における特異応力場について 
Fig.1 における点 E の特異応力場は，Fig.2(b)に示す
単純重ね合わせ継手における強化繊維の接着面隅部 E*
の特異応力場と同じである．この場合の ISSF は相反仕
事経路積分法(RWCIM 法)で計算して基準問題の解とし
て用いる 29), 30) 
点 E における𝜆1
E，𝜆2
Eは以下の特性方程式を解くことで
得られる 31), 32)． 
 
Table 1 における材料組合せでは，𝜆1
E = 0.6591, 𝜆2
E =
0.9992である．但し，𝜆2
𝐸は 1 に近い値であり，その場合
特異応力分布にはほとんど影響しない．  
Fig.2(b)における点 E*の特異応力場の強さは文献 30), 
33)によって議論されている．点 E 近傍の接合界面の特異
応力場は，以下の式で表現される．式（12）で示される
ように，この場合も 2 つの特異応力場が存在し，多くの
材料の組み合わせで特異性指数𝜆は 2 実根となる(𝑟3は
Fig.1 参照)が，前述の通り𝜆2
𝐸は 1 に近い値であり，その
場合特異応力分布にはほとんど影響しないため，式（12）
の右辺第 2 項の影響は無視できる． 
 
{
 
 
 
 𝜎𝑥
E(𝑟3) =
𝐾𝜎,𝜆1E
E
𝑟31−𝜆1
E    +   
𝐾𝜎,𝜆2E
E
𝑟31−𝜆2
E  ≅  
𝐾𝜎,𝜆1E
E
𝑟31−𝜆1
E
𝜏𝑥𝑦
E (𝑟3) =
𝐾
𝜏, 𝜆1
E
E
𝑟31−𝜆1
E   +    
𝐾
𝜏, 𝜆2
E
E
𝑟31−𝜆2
E  ≅  
𝐾
𝜏, 𝜆1
E
E
𝑟31−𝜆1
E
 (12) 
 
 
4 解析結果および考察 
 短繊維強化複合材料において，短繊維は，そのアスペク
ト比𝑙 𝐷⁄ = 30程度のものが多い 27)．このとき，本研究で
は 2 次元モデルで繊維の幅𝐷 = 21 μm，繊維の全長𝑙 =
600 μm程度である．よって Fig.1 で繊維の半分の長さを埋
め込むときの繊維埋込部長さは𝑙𝑖𝑛 = 300 μm程度となる． 
4・1 点 A の特異応力場の強さの解析結果  
Table 3 と Fig.3 に点 A の 2 つの特異応力場の強さ
ISSF 𝐾
𝜎, 𝜆1
A
A ，𝐾
𝜎, 𝜆2
A
A を繊維埋込部長さ𝑙𝑖𝑛との関係で示す．
これらに示すように，𝐾
𝜎, 𝜆1
A
A は𝐾
𝜎, 𝜆2
A
A より大きく，繊維埋
込部長さ 𝑙𝑖𝑛を増加させると，双方とも小さくなる．この
解析結果は過去の実験 2), 34)とも一致している． 
例えば，全長𝑙 = 600 μmの繊維において，この約 1/4 長
が埋め込まれている場合𝑙𝑖𝑛 = 150 μmと，約 1/2 長が埋
め込まれている場合𝑙𝑖𝑛 = 300 μmについて，𝐾𝜎, 𝜆1A
A ，𝐾
𝜎, 𝜆2
A
A
を比較する． 
まず，モードⅠの ISSF 𝐾
𝜎, 𝜆1
A
A に注目すると， 𝑙𝑖𝑛 =
150 μmで𝐾
𝜎, 𝜆1
A
A =0.02334 であるのに対し𝑙𝑖𝑛 = 300 μmで
は𝐾
𝜎, 𝜆1
A
A =0.01494 となる．すなわち，𝑙𝑖𝑛が繊維の約 1/4
長の場合に比べて，約 1/2 長の場合では，値は 36.0%減
少した． 
次に，モードⅡの ISSF 𝐾
𝜎, 𝜆2
A
A に注目すると，  𝑙𝑖𝑛 =
150 μmで𝐾
𝜎, 𝜆2
A
A =0.01519 であるのに対し𝑙𝑖𝑛 = 300 μmで
は𝐾
𝜎, 𝜆2
A
A =0.01017 となる．すなわち，𝑙𝑖𝑛が繊維の約 1/4
長の場合に比べて，約 1/2 長の場合では，値は 33.0%減
少した． 
以上をまとめると，点 A におけるモードⅠ，モードⅡ
の特異応力場の強さ ISSF は繊維埋込部長さ 𝑙𝑖𝑛 =
150 μmに比べて，𝑙𝑖𝑛 = 300 μmでは，約 35%減少する．
ここで Fig.3 に示すように𝐾
𝜏, 𝜆1
A
A ，𝐾
𝜏, 𝜆2
A
A はそれぞれ𝐾𝜎,𝜆1A
A ，
𝐾𝜎,𝜆2A
A より埋込部長さ𝑙𝑖𝑛に依らず常に 30%程度小さいの
でここでは𝐾𝜎,𝜆1A
A ，𝐾𝜎,𝜆2A
A を考察する． 
4・2 点 E の特異応力場の強さの解析結果 
Table 4 と Fig.4 に点 E の ISSF 𝐾
𝜎, 𝜆1
E
E を繊維埋込部長
さ𝑙𝑖𝑛との関係で示す．例えば，全長𝑙 = 600μmの繊維に
おいて，この約 1/4 長が埋め込まれている場合𝑙𝑖𝑛 =
150 μmと，約 1/2 長が埋め込まれている場合 𝑙𝑖𝑛 =
300 μmについて，𝐾
𝜎, 𝜆1
E
E の値を比較する． 
式（12）の第 1 項𝐾
𝜎, 𝜆1
E
E に注目すると， 𝑙𝑖𝑛 = 150 μmで
     4sin2(𝜋𝜆E)[sin2(𝜆E𝜋 2⁄ ) − (𝜆E)2]𝛽2 
        +4(𝜆E)2sin2(𝜋𝜆E)𝛼𝛽 + [sin2(𝜆E𝜋 2⁄ ) − (𝜆E)2]𝛼2 
        −4(𝜆E)2sin2(𝜋𝜆E)𝛽 
        −2[(𝜆E)2 cos2(2𝜋𝜆E)+sin2(𝜆E𝜋 2⁄ )cos(𝜋𝜆E)
+ (1 2⁄ )sin2 (𝜋𝜆E)]𝛼 
        +sin2(3𝜆E𝜋 2⁄ ) − (𝜆E)2 = 0 
(11) 
Table 3 ISSF at point A 𝐾
𝜎, 𝜆1
A
A , 𝐾
𝜎, 𝜆2
A
A , 𝐾
𝜏, 𝜆1
A
A , 𝐾
𝜏, 𝜆2
A
A . 
 𝑙𝑖𝑛 
[μm] 
𝐾
𝜎, 𝜆1
A
A  
[MPa ∙ m1−𝜆1
A
] 
𝐾
𝜎, 𝜆2
A
A  
[MPa ∙ m1−𝜆2
A
] 
𝐾
𝜏, 𝜆1
A
A  
[MPa ∙ m1−𝜆1
A
] 
𝐾
𝜏, 𝜆2
A
A  
[MPa ∙ m1−𝜆2
A
] 
50 0.04280 0.02518 0.04280 0.02518 
100 0.02969 0.01892 0.02969 0.01892 
150 0.02334 0.01519 0.02334 0.01519 
200 0.01962 0.01302 0.01962 0.01302 
250 0.01701 0.01145 0.01701 0.01145 
300 0.01494 0.01017 0.01494 0.01017 
350 0.01343 0.009227 0.01343 0.009227 
400 0.01221 0.008443 0.01221 0.008443 
450 0.01110 0.007745 0.01110 0.007745 
500 0.01029 0.007189 0.01029 0.007189 
1000 0.005767 0.004148 0.005767 0.004148 
 Fig. 3 Relationship between ISSF at Point A and bonding length. 
  
𝐾
𝜎, 𝜆1
E
E = 0.03689 で あ る の に 対 し 𝑙𝑖𝑛 = 300 μmで は
𝐾
𝜎, 𝜆1
E
E =0.03219 となる．すなわち，𝑙𝑖𝑛が繊維の約 1/4 長
の場合に比べて，約 1/2 長の場合では，値は 12.7%減少
した． 
以上をまとめると，点 E の特異応力場の強さ ISSF は
繊維埋込部長さ𝑙𝑖𝑛 = 150 μmに比べて，𝑙𝑖𝑛 = 300 μmでは，
約 10%減少する．ここで Fig.4 に示すように𝐾
𝜏, 𝜆1
E
E は𝐾𝜎,𝜆1E
E
より繊維埋込部長さ𝑙𝑖𝑛に依らず常に 70%程度小さいの
でここでは𝐾𝜎,𝜆1E
E を考察する． 
4・3 点 Aと点 E近傍の応力分布の比較 
特に本論文では点Aと点EのISSFを比較するが両者の
特異応力場は性質が異なるのでISSFのみで直接比較す
ることはできない．よってここでは繊維のはく離に最も
影響すると考えられる特異点近傍の異材接合界面の法
線方向の垂直応力分布に注目する．なお，このような応
力分布をシアラグ理論4)~6)を用いて広く議論されている
が，これは単純な1次元モデルに基づいているため弾性
論で取り扱うべき特異応力場を考察できない． 
繊維埋込部長さ 𝑙𝑖𝑛 = 100 μm，1000 μmに対して，点
A，Eにおける応力で壊れやすさを比較する．これは点A
と点Eで特異性指数(𝜆1
A，𝜆2
A)，(𝜆1
E，𝜆2
E)が異なるので
ISSFのみで壊れやすさを比較することができないため
である． 
Fig.5，Fig.6 に𝑙𝑖𝑛に対する点Aの応力𝜎𝑦
A(𝑟1)，𝜎𝑥
A(𝑟2)，
点Eの応力𝜎𝑥
E(𝑟3)を示す．ここで，点Aにおけるx方向の
応力𝜎𝑥
A(𝑟2)については常に圧縮となり繊維のはく離には
影響しないため，以下の考察では無視する． 
 𝑙𝑖𝑛 = 100 μmのときは，点Aの応力𝜎𝑦
A(𝑟1)が点Eの応力
𝜎𝑥
E(𝑟3)より大きいため，点Aからはく離が生じると考え
られる．一方，𝑙𝑖𝑛 = 1000 μmのときは点Eの応力𝜎𝑥
E(𝑟3)が
点Aの応力𝜎𝑦
A(𝑟1)より大きいため，点Eからはく離が生じ
ると考えられる． 
Fig.5 および Fig.6 より繊維埋込部長さ𝑙𝑖𝑛=100μm では
点 A のほうが大きい応力が発生し，𝑙𝑖𝑛=1000μm では点 E
のほうが大きい応力が発生することが示された．以降では，
点 A と点 E の壊れやすさの違いを，繊維埋込部長さ𝑙𝑖𝑛と
の関係で調べ，点 A と点 E で同じ応力が発生する𝑙𝑖𝑛につ
いて明らかにする．Fig.7 は，応力の強さを特異点から
1μm の位置で代表させ，点 A の応力𝜎𝑦
A(𝑟1)|r1=1μm，
𝜎𝑥
A(𝑟2)|r2=1μmと，点 E の応力𝜎𝑥
E(𝑟3)|r3=1μmに注目して繊
維埋込部長さ𝑙𝑖𝑛の影響を調べたものである．Fig.7 より，
𝜎𝑦
A(𝑟1)|r1=1μmと𝜎𝑥
E(𝑟3)|𝑟3=1μmは，交差して大小が逆転し，
 𝑙𝑖𝑛 = 150μm程度で点 A と点 E 両方の厳しさがほぼ等し
くなる．なお，本研究では r=1μm の場合について議論
したが r≠1μm では異なる結果が得られ，例えば r=5μm
のときは応力が同じになる繊維埋込部長さは𝑙𝑖𝑛=250μm
程度である． 
  
Table 4  ISSF at point E 𝐾
𝜎, 𝜆1
E
E , 𝐾
𝜏, 𝜆1
E
E . 
 𝑙𝑖𝑛 
[μm] 
𝐾
𝜎, 𝜆1
E
E  
[MPa ∙ m1−𝜆1
E
] 
𝐾𝜏, 𝜆1E
E  
[MPa ∙ m1−𝜆1
E
] 
50 0.05030 0.01870 
100 0.04115 0.01530 
150 0.03689 0.01372 
200 0.03457 0.01285 
250 0.03316 0.01233 
300 0.03219 0.01197 
350 0.03150 0.01171 
400 0.03099 0.01152 
450 0.03061 0.01138 
500 0.03032 0.01127 
1000 0.02962 0.01101 
 
Fig. 4 Relationship between ISSF at Point E and bonding length. 
Fig. 6  𝜎𝑦
𝐴(𝑟1), 𝜎𝑥
𝐴(𝑟2), 𝜎𝑥
𝐸(𝑟3) vs. 𝑟 when 𝑙𝑖𝑛 = 1000 μm 
Fig. 5  𝜎𝑦
𝐴(𝑟1), 𝜎𝑥
𝐴(𝑟2), 𝜎𝑥
𝐸(𝑟3) vs. 𝑟 when 𝑙𝑖𝑛 = 100 μm 
  
 
5 結    言 
本研究では，強化繊維の引抜きの際に表面と繊維端
の 2 つの点(Fig.1 端部縁点 A と母材交差部点 E)に生じ
る特異応力場の解析を行い，その大小を応力で比較し
た．それらの結果を図表にまとめた他，以下の結論が
得られた． 
(1)点 A の特異応力場の大きさは 2 つあり，𝐾
𝜎, 𝜆1
A
A ，𝐾
𝜎, 𝜆2
A
A
で表現される．これらは，繊維埋込部長さ𝑙𝑖𝑛が長くなる
ほど小さくなる．例えば全長𝑙 = 600 μmの通常の短繊維
において繊維の 1/4 と 1/2 の長さが埋め込まれている場
合を比べると，繊維埋込部長さの増加に伴って，約 35%
減少する． 
(2)点 E の特異応力場の大きさも 2 つあり，𝐾
𝜎, 𝜆1
E
E ，𝐾
𝜎, 𝜆2
E
E
で表現される．これらも点 A と同様に，繊維埋込部長さ
𝑙𝑖𝑛が長くなるほど小さくなる．例えば全長𝑙 = 600 μmの
通常の短繊維において繊維の 1/4 と 1/2 の長さが埋め込
まれている場合を比べると，繊維埋込部長さの増加に伴
って約 10%減少し，端部点 A よりも減少率が小さい． 
(3) 点 A と点 E でのそれぞれの壊れやすさを応力で比較
すると，繊維埋込部長さ 𝑙𝑖𝑛 = 150μm程度で点 A と点 E
の応力はほぼ等しくなり，交差して大小が逆転する．よ
って，繊維埋込部長さ𝑙𝑖𝑛 < 150μmの繊維の引抜きでは，
点 A よりはく離が生じることが考えられる．なお，本研
究では r=1μmの場合について議論したが r≠1μmでは異
なる結果が得られ，例えば r=5μm のときは応力が同じ
になる繊維埋込部長さは𝑙𝑖𝑛=250μm 程度である． 
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